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The new real representations a component o f stress tensor and deformation tensor are received through the 
three-dimensional harmonious and biharmonic functions forming stress function tensor. The found expressions allow to 
reduce the basic boundary problems o f the spatial theory o f elasticity to boundary problems for the biharmonic 
equation
В П Л О С К И Х  задачах введение функции Эри [1] позволяет статические задачи теории 
упругости свести к бигармоническим задачам. Так известно представление тензора 
напряжений через функцию Эри [2]
7’ = £2V ^C /-V V t/ = (1)
Здесь Т -  тензор второго ранга напряжений К о ш и , с м е ш а н н ы е  компоненты
этого тензора; U — функция Эри..
В частности в декартовых координатах
О] 1 -  ^22 -  ^  , 0|2 =
Аналогичные представления компонент тензора напряжений можно найти через 
оставшиеся компоненты функции напряжений для пространственных задач [3-5] 
(представления Максвелла).
(3)Ml -  б з З ’ ,.2+!222’ ,.2 > ^ 2 2  -  бзЗ’,.2+!2і1»у2, 0 , 2  - ~ й ъ ъ ^ х р
^23 = ~ Q i 1’ X2X3 
<У31 -~ в22^ .хзх ,
^33  = 6 2 2  >^ 2 +бі 1 .^ 2
Однако сведение статических трехмерных задач теории упругости к бигармоническим 
задачам на этом направлении затруднено. Обобщим формулы (3) на случай пространства 
Е ,. _
Пусть — тензор функций напряжений в главных осях, т.е. = <2,у5у (му = U4), 
любая точка М (jf/ )е  Eą .
Тогда обобщенный на Eą тензор функции напряжений в форме Максвелла имеет вид
(4)O n  = 2 ° . . . 2  + Q ^  ,..2 + G °  , ^ 2 ; Oio — -
33 Х2 22 11 34 33 '0 2
0 2 2  - Q \ i + Q ^
33 -Ч 22
, 2 + e °-V4 ^ 1 1 ’ r2 ’З 3 ^23
=  - 2 ®^ , 1  ’ ^2^3 ’
О зз = , 2 +<2 °^ З З  X4 ^ 2 2 , 2 + e®3 | ^ 1 1 > ^2 53 2 ^34 =  - 2 °^ '^ з з ’ 3з34 ’
О 44 = e ” , 2 + g °
33 -33 22
, , 2 + e °
3 2  11 ’ r2 ’3l
0 4 , =  - c ? °
^1,3 “ ~Q-22 ’3|Хз ’ 0 2 4  = 2 2 2 . З 2 З4 ■
Вывод формул (4) основан на вычислении Ink[Q^)- rot[rotQ^) .
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Зам етим , что при вы рож ден и и  ^ 0  из (4) получаем  (3). К ром е того , диагональны е
элементы тензора функции напряжений удовлетворяют уравнениям Бельтрами;
^  ij ’ jj ~~ У ~ Ь4
а компоненты о,, из (4) не зависят от ^44 •
(5)
Введем в рассмотрение среднее давление , где индекс в скобках вверху
/=1
обозначает размерность и соответствует числу аргументов функций и о И  = ^  . Тогда
(=1
для « = 4 из (4) имеем
/=1 V/=i
m=l
a 2 = l e » 2 .
ы
Аналогично для н = 2 (плоская задача) пол)^аем
/=1 V /=1
а И  = = A<%3?) = , . ? ) - 4 > - а £ )
т=1
а (2)^g0<2) +g0(2)33 22-xf W’x\
11-д-2 22-л-2
Из последних соотношений следуют общие формулы для любой размерности п :
3 . . ( 6 ),(«)0 ’
(=1
с  помощью формул (5) и закона Гука в £4 в тензорной форме для, таким же образом, 
введенных тензоров деформаций:
^ Лп)
1 + V
Е
2 ц еИ
1 + V
(7)
первые инварианты тензоров деформаций будут:
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2 e W = l > z 2 h „ W ;
1 +  V
2ц0І”):= о  w
1 + v
(8)
здесь 0 "^^  = 0І”  ^= Ż eJ,”  ^•
;=1 і=1
2(«)Учитывая (6), (7) введенный вспомогательный тензор е* ’ можно представить через 
(")функцию ' или компоненты тензора функций напряжений
2ре1") =
1 + V
(9)
здесь первый инвариант / 2(6 ^^" )^ совпадает с функцией из (6). 
Вектор смещений, принимая во внимание (9) будет
У
dX: . ( 10)
V 1 +V
В статических задачах средние напряжения и деформации являются гармоническими 
функциями в ограниченных областях <z Е„ [6]. В тоже время для плоских задач 
компоненты вектора перемещения, тензоров напряжений и деформаций выражаются в 
декартовых координатах через единственную бигармоническую функцию Эри. Для 
трехмерных областей общие решения основных задач теории упругости реализуются через 
бигармонический вектор [7]. Но исходя из тензорного дифференциального уравнения
AQ = - {EA{Ii (2 ) ) -  divdiv Q)- ^ -^ { d e fd iv Ф -A { I ,{ Q )) )  нельзя получить алгоритм 
1 + V ..................  ' 1 + V
построения функции Эри в Е^, так как уравнение определяет только первый инвариант 
^|(<2°) и divdiv[Q'^].
Из введенных компонент среднего напряжения и формул (6) заключаем, что
функция — первый инвариант тензора является бигармонической в конечной
области G^”  ^ е  . Для касательных напряжений а,у (г + j) ,  учитывая (4), (5), (6), заключаем, 
что выполняются условия
(«) 1
1 + V
о ( 11)
•Х^Х2
с  учетом круговых перестановок ^  Х] —> дг2 -+ -+ и -+ > Q2 2 Qо(«) ч п^(п) )0(л)'33 —>.
Условия (11) выписаны для Е^, в случае Eą к ним добавятся еще три аналогичных 
уравнения.
Таким образом, из (11) вытекает существование трех гармонических функций gj”] ,, что
)(") 4-__:__[ / '.М
'33л:,дг2 1 + V  ’Т|Т2
С круговой перестановкой индексов ^  1 —> 2 3 ^ .
Тогда для функций напряжений
1 + V
(12)
Dr
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или
где
QO[n) _  р { п )
^ т т 1  ^mnr> ’
1 + V
^т т  ~  JJ^ram^l^ -^ 2 ’ ~
Д 9
(13)
(14)
( —> 1 —^ 2 —> 3 —^ )
Заметим, что гармонические функции g,„,„,m = l,3 выбираются из выполнения 
условий:
^  "  1 + V
или
|Д л > І Л = у ^ ( 7 < " > ,
V
где g = (gii,g22>g33)-
Из (4), (5), (13) нормальные напряжения удовлетворяют уравнениям
А^ '
(15)
v(3)( f i ' i )  + ^ г(з)  = 0 ;
ЪУх1 22-xj ' ( 16)
v(3)
f  3
I f
(3)
л
и  Хп\  /=1  ^2
=  0 (— > 1 — > 2 —> 3 ^ ) .
Тогда из (15), (16) получаем:
22 'х^ 22-xl + V  Xl 33 -X, 33 'xj (17)
1 ^  2 -> 3 -^)
фз) 0(n)Таким образом, функции из (14) и функции напряжений Q ;^„ из (13) полностью
определяются двумя произвольными функциями: гармонической и бигармонической 
Для построения функций напряжений необходимо по определенной гармонической 
функции из (14) найти Fj”\  затем из условия (17) найти F^2  ^ и определить функцию
f M  __Y-jjM -  f i ")  -
и  22 33 •
(«)
mm
(18)
Наконец, с помощью найденных F,}"J из (13) получить представления для функций 
напряжений.
Заметим, что вместо трех различных функций 2mm ^ можно говорить об одной 
обобщенной функции, заданной на круговой перестановке. Это же относится к
вспомогательным функциям и F,J”J. Кроме того, функции напряжений <2^ '^* из (13), 
(14) являются суперпозициями бигармонических и гармонических функций, а для 
пространственных задач — суперпозициями только бигармонических функций F^'/j.
Л") 0(и)
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~ vU ^^\ что соответствует известным результатам.
Применяя представления (13), (14) для функций напряжений, выпишем компоненты 
тензора напряжений через гармонические и бигармонические функции в £ 3:
Н ап ри м ер , при вы рож ден и и  £ 3  Е 2 (плоские задачи) ф ункции  напряж ений
(З) _ д(3)^у(3) _^(3)
^11 =
.(3)
1+V
1
- £ (3) - £ (3)
3 3 'л :2  12-ХІ
(19)
-иО to — ^
1+V
(3) . .^ (3 )+ <?зз ’ 1 —> 2 —> 3 —>)
Средние напряжения будут
а*(") -  ^ л('0гИ") _  Л") -  Л") _
1+V
1+V
a W = a W
(20)
(«)
mmЗдесь гармонические функции q>j ’ определяются через гармонические функции q
из условий сопряженрзя Моисила-Теодереско [8].
Полученные выражения (19), (20) можно использовать для нахождения компонент 
тензора деформаций в £3 через те же гармонические и бигармонические функции:
2uM, = -
>’^ 1 1 + V -х{ ( і+v)" 1+V
1Л-ч-  I —  —Д2і^(«І,Л  +"2,;с,) = -Т| / ] у - х,Х2
1 ^  2 ^  3
^ 4?1+V (21)
2р0 ( 3 ) _ 1 ^
1+V VI+V
(22)
У
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